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Avaliacdo de guatro modelos matematicos para solucéo
numeérica da funcdo gama

Evaluation of four mathematical models for the numerical solution
of the gamma function

Marcio José Catalunhat,Gilberto Chohaku Sediyama?, Brauliro Gongalves LeaP e
Carlos Pedro Boechat Soares*

Resumo- A fungdo gama é o resultado da transformada de Laplace da fungdo t2 paraa > -1. Emsuaforma
elementar, ela é definida pelaintegral de zero a infinito, tendo como entrada uma variavel aleatéria alfa, a
qual ndo possui solucdo analitica direta e, ou, imediata. Dessa forma, ha necessidade de fungdesauxiliaresou
model os apr oximador es par a estimacao da fun¢éo gama tais como as fungdes assintéticas, as funcbes de
Stirling, Assis e a fungéo combinada (Equacgdes 8, 9 e 10). Essas funcdes foramavaliadas e testadas, tendo
como referéncia a solucéo implicita do software MatLab®. Concluiu-se que o melhor método para estimar a
funcéo gama, especial mente para cal cul o de probabilidades de chuvas diarias (dado umalfa entre zero a cem,
gue sao valores mais comuns em estudos de distribui¢des de probabilidade de chuvasdiarias), foi afuncao
combinada, por apresentar boa preciséo, e pouco esfor¢co computacional. O método citado por Assiset al.
(1996) e 0 assintotico apresentaram problemas de super estimacao e subestimacao, respectivamente, na apro-
ximagc&o da funcdo gama, no intervalo considerado para o valor de alfa, sendo, portanto, menosindicados.

Palavras-chave: funcéo Gama, fungdes aproximadoras, precipitacdo pluvial.

Abstract - The Gamma functionisobtained fromthe Laplacetransformof thefunctiont?, wherea > -1, but a
isnot necessarily an integer. The mathematical model of the Gamma function, inits more elementary form, uses
theintegral calculation fromzero to infinite, in which theinput variableisthe alpha parameter. Thereisno
direct analytical solution for the Gamma function. Many numerical solutions have been proposed to solvethe
Gamma function, such asthe asymptotic functions, Sirling functions, and polynomialsequationsetc. Inthis
work, those model s wer e tested against the implicit solution of MatLab® software for Gamma function as
reference. The best method to estimate the Gamma function (given an al pha between zer o and one hundred, for
using indaily rainfall probability distribution) wasthe polynomial approach, with little computational effort.
Themethod mentioned by Assiset al. (1996) and the asymptotic functionswere not indicated dueto overestimation
and under estimation, respectively, in the approach of the Gamma function solution.

Keywords: Gamma function, approaching functions, mathematical models.

I ntroducao distribuicdo gama para estimar a quantidade de chu-
va diaria, em localidades da Jordania, Nigéria,
S&o indmeros os trabal hos cientificos que en- Botswana e Sri Lanka, com resultados satisfatorios.

volvem afuncdo gama, especiamente em estudos de FARIA (1998) utilizou a distribui¢do gama para esti-
probabilidades de ocorréncias de chuvas. Stern e Coe mar a precipitacdo dependente, em nivel de 75% de
(1982), citados por ALMEIDA (1995), testaram a  probabilidade, para a gumas localidades do estado de
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Minas Gerais e obteve boa aderéncia estatistica.
CATALUNHA (2000) avaiou o gjustamento de vari-
as funcbes densidade de probabilidade a séries de
precipitacdo pluvia, também, no estado de Minas
Gerais, mostrando o ato grau de gustamento para a
distribuicdo gama, sendo superada apenas pela dis-
tribuicdo de probabilidade Weibull.

A funcdo cumulativa de probabilidade da dis-
tribuicdo gama utiliza a funcdo gama, representada
pelo simbolo G (gama), como parte integrante de seu
model 0 matemético, conforme apresentado na equa
¢80 1 (KOTZ & JOHNSON, 1970).

X - —
1 ‘a1

b
bada)P( e “dx

F(x) = 1)

Um estudo de métodos para solugdo aproxi-
mada da funcdo gama, neste contexto &, portanto,
oportuna, devido a sua freguente utilizagdo. A fun-
¢a0 gamatem como parametro de entradaum valor a
(alfa), que trata do parémetro de forma da fungéo.

Considerando os resultados da pesguisa de
CATALUNHA (2000), que utilizou as éries histori-
cas de dados pluviométricos do estado de Minas Ge-
rais variando entre 30 e 74 anos de dados continuos e
homogéneos, os parametros dadistribuicéo gama, para
dados diarios, apresentaram vaores minimo, médio
e maximo de alfa iguais a 0,32449; 1,16340 e
11,33372, respectivamente. Esta amplitude de varia-
¢ao implica na necessidade da utilizacdo de um bom
modelo para estimagéo da fungéo gama, nesse inter-
vao do vaor de alfa, para evitar a propagacéo de
erro nas aplicacbes (MOOD, 1963).

Diante do exposto, 0 objetivo deste trabalho
foi testar, dentre os modelos existentes aguele que
apresente mel hor aproximagao da solugdo paraafun-
¢d0 gama para um determinado intervalo de valores
de alfa e com 0 menor desvio possive.

M aterial emétodos:

A funcdo gamaé obtidaapartir datransforma-
dade Laplace dafuncéo t* paraa > -1, isto &

¥
L{ta}:(‘jae'xdt para a>-1 @)
0

Fazendo St = x, na equacdo anterior, entao,
Sdt = dx; (S)2 =3, € ta :g_:.

Introduzindo os termos correspondentes na eg.
2 e fazendo as devidas substituicdes e simplificagbes
tem-se:

Lﬁa}: =

Sa+l

C‘)(ae'xdx, (a>-1) )

Subgtituindo a por a-1, convenientemente, a
funcéo toma a forma da funcéo gama:

¥

SaL(ta-l): c\)(a-l(i\-xdx (4)
0
¥
G(a):c‘)<a'1e'xdx, para a3 0 (5

0

Utilizando aintegracdo por partes, € possivel mostrar
que:

¥ ¥
Cp X% dx = ac‘)a'xxa'ldx (6)
0 0

ou, resumidamente,

| qa+1)=aC(a)=a! (")

Para o caso em que O<a £1, daEg. 7, tem-se que:

| oa)= Gla +1) (8)

a

ABRAMOWITZ & STEGUN (1972) definem
0 seguinte polinbmio aproximador para o caculo da
funcdo gama, paraum intervaodel £ a £ 2, dase
guinte forma

Ga)=dx+1)=1+ax+a,x? +ax®+

+ax’ +ax®+ax®+ax +ax® O

em que, X = a-1; @a=-0.577191652;
a,=+0.988205891; a,=-0.897056937, a,=-
0.897056937; a=-0.756704078; g=+0.482199394,
a,=-0.193527818 e 3=+0.035868343.

Anaogamente, pode-se escrever que:
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e(a):e(n+N>:e<n+1)§<n+N- ),

coma >2 (20)

em que, n é apartefracionariadea; N aparteinteira
dea,sendoN£2; k=12 3, ..., N.
A funcdo gama pode também ser aproximada

por duas outras funcdes, como mostram
ABRAMOWITZ & STEGUN (1972), tais como:

1) formula de Stirling's,

1 1
G —apana-05 1 _
a)=era @( +12a+288a2

139 571
51840a° 2488320a

+..) ,coma >0

(11)
2) férmula assintética:
—(a. ] 1
InGa)=(a- 05)Ina -a +O.5In(2p)+1261
L L L ,coma >0 (12)

- + - +
360a° 1260a° 1680a’
ASSIS et a. (1996) citam uma outra equacéo

para aproximagéo da funcéo gama:
- @ a[Ina-f(a)]
Gfe)= 2Rl ]
sendo, |
1 1 1
fla)=1- + - 13
) a7 36’ 1260a° )
coma >0

Para avaliar 0 método de aproximacdo do va
lor da funcdo gama, dentre os quatro apresentados
anteriormente, tomou-se como referéncia a solucéo
da funcdo implicita do software MatLab®, versdo 5,
da empresa MathWorks, que comparada com os re-
sultados do software Derive®, versdo 4.08, da em-
presa Soft WareHouse, os calculos da funcéo gama,
paradiversos vaoresdea (alfa), coincidiramem até
0 13?2 digitos decimais, dai a consideracéo como refe-
réncia. Além disso, o software MatL ab foi escolhido
pela disponibilidade e facilidade de programacéo e
elaboracdo de gréficos.

Utilizando a linguagem de programacdo pré-
pria do ambiente MatLab, foram implementados os
algoritmos com as equagles apresentadas, para solu-

¢ao aproximada da fungdo gama. Foram realizados
testes com os diversos valores de alfa, compreendi-

dos entre 0 e 100, com incremento de 10°, com o
objetivo de avaliar os desvios gpresentados pelos di-

ferentes model os de aproximacao.

Resultadosediscussoes

Osintervalos de vaores dealfa que apresenta-
ram maior divergéncia entre as equacdes foram os
compreendidos entre 0 e 1, sendo que os demais fo-
ram precisos até o quinto digito decimal.

A Figura 1 apresenta, no eixo das ordenadas,
os valores de a paraos intervaos de 0,3 a 0,8, com
incremento de 10°°. N&o foram considerados os val o-
res de alfa entre 0,00001 a 0,3, umavez que 0s eros
foram ainda bem maiores e superaram todas as ex-
pectativas. Além disso, ndo so valores normal mente
encontrados para valores dealfa, em estudos de pro-
babilidades de chuvas didrias. Pode-se notar que, uti-
lizando-se a equagcdo combinada (Equaces 8, 9 e
10), os valores calculados se aproximaram muito do
valor tido como referéncia, havendo inclusive a
sobreposi¢do de pontos no gréfico. Nos demais mé-
todos, os valores foram superestimados ou subesti-
mados, principamente para valores de alfa inferio-
resa0,5. Paravaloresdea maioresdo que um, todas
as fungBes aproximadoras avaliadas apresentaram a
mesma preci sdo na estimacao dafuncéo gama, isto &,
houve uma convergéncia do valor da fungdo gama
guando os valores de alfa foram superiores a unida-
de, paratodas as fungdes aproximadoras.

A equacéo citadapor ASSISet d. (1996) mos-
trou-se como um bom método para aproximacéo da
fungdo gama, também paravalores dealfa superior a
0,5, contudo, apresentou desvio consideravel paraalfa
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Figura 1. Vaores estimados da funcdo gama para 0s
diferentes métodos para valores de alfa
variando de 0,3a0,8.
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menores que 0,5. Portanto, deve-seter cautelanauti-
lizac&o desse modelo em estudos de probabilidades
de chuvas, para os valores diarios e, especialmente,
para o periodo seco do ano, uma vez gque 0 Seu uso
conduziria a uma superestimacdo da fungdo gama,
como pode ser visto na Figura 1. Para o estado de
Minas Gerais, por exemplo, os vaores de alfa, para
chuvas diérias estdo entre o valor minimo de 0,32449
e uma média de 1,16340. Dessa forma, a utilizagdo
desse méodo poderialevar apropagacdo de erros nos
caculos das probabilidades didrias de chuvas, prin-
cipamente para os periodos secos do ano, quando 0s
valores de alfa séo aindamenores.

A Figura 2 apresenta os erros em percentagem,
tendo como referéncia o resultado da solucéo pela
funcdo implicita do software MatLab®, na estima:
¢ao dos valores da funcéo gama. Pode-se notar que
0s erros relativos sdo, praticamente, nulos, ou bem
proximos de zero, quando utilizada a equagdo com-
binada. O modelo Assint6tico tende a subestimar os
valores da fungdo gama, sendo este comportamento
predominante quando sdo analisados 0s maiores va-
lores para alfa. A funcdo Stirling, também subesti-
mam os valores dafunc¢éo gama, contudo com menor
amplitude. O modelo citado por ASSIS et d. (1996),
conforme apontado anteriormente, apresenta
superestimacao maiores, paravalores dealfa inferio-
resaunidade.
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Figura 2. Erros relativos (em percentagem) causado
pelos méodos de estimagdo estudados
para alfavariando de 0,2 a0,5.

Conclusdes

Para os intervalos de alfa entre zero a 100 a
equacdo combinada (Equagdes 8, 9 e 10), apresen-
tam a melhor opcéo para aproximacéo da funcéo
gama, principalmente face a pequena demanda
computacional eprecisdo. Paravaoresdealfa superio-
res a 0,5, todas as fungdes gproximadoras testadas s5o0
equivaentes e podem ser utilizadas indistintamente.
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